Szokefalvi-Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LX. esztend6
2023-2024. tanév

II. fordulo
Megoldasok

9. évfolyam

1. Igazolja, hogy 20232 + 20232 - 20242 + 20242 négyzetszam!
Megoldas
Végezziik el a kovetkezd helyettesitést a = 2023.

a’?+a?-(a+1)?*+(@+1)?=a*+a*+2a3+a*+a*+2a+1=a*+2a+
3a2+2a+1=(a*+a+1)>

igy 20232 + 20232 - 20242 + 2024% = (2023% + 2023 + 1)2.

2. Tekintsiik az f: R >R, f (x)=x—2024 fiiggvény grafikonja és a két koordinatatengely

altal hatarolt derékszogli haromszoget! Hany racspont helyezkedik el a hdromszdg belsejében?
(Racspontnak nevezziik az olyan pontokat, amelyek mindkét koordinatdja egész szam.)

Megoldas

2023-2022

1+2+3+--+2022 = = 2 045 253.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha harom 0-t6l kiilonb6z6é szam Osszegének a reciproka egyenld a
szamok reciprokértékeinek osszegével, akkor van kozottiik két olyan szdm, amelyek 6sszege 0.

Megoldas

Jel6ljiik a harom szamot a, b, c-vel!

1 1 1 1

a+b+c=;+;+;,ahonnan

1 1 1 1

atpte azpec 0

1 1 1 1 a+b a+b (a+b)ca+b+c)+ (a+b)ab

E+E+E_a+b+c= ab +c(a+b+c)= abc(a+ b+ c)

(a+b)[c(a+b+c)+ab] (a+b)(ac+ bc+c?+ ab)

- abc(a+ b+ c) - abc(a+ b +c)
_(a+b)cb+c)+alc+b)] (a+b)(b+c)atc)
B abc(a+ b +c) ~ abcla+b+c) B

Ez a tort csak gy lehet 0, ha a szamlalo valamelyik tényezdje, tehat a + b, a + c vagy b + ¢ 0,
amit bizonyitani kellett.



4. Milyen p primszamokra lesz p? + 2 is prim?
Megoldas
p’+2=p*-143=p-D(E+1)+3

Ap-1,p,p+1szamok koziil az egyik oszthato 3-mal, és ez csak akkor lehet p, ha p = 3, mivel
p prim. igy, ha p # 3, akkor p? + 2 oszthaté 3-mal, és mivel nagyobb 3-nal, ezért nem prim.
Hap = 3,p? + 2 = 11, ez az egyetlen keresett alaka primszam.

5. Az ABC haromszog sulyvonalainak hosszat jelolje rendre s, sp, S¢, keriiletének felét s.
Bizonyitsa be, hogy s < s, + s + 5, < % .
Megoldas

3s

N
Az ABC haromszoget tiikkrozziik a BC oldal F felezOpontjara, s jeloljiik A képét A -vel.

Sq+ Sy +se <

Az AA°C haromszogre folirva a haromszdgegyenldtlenséget kapjuk, hogy
25, <b+c

Hasonlé médon beléthato, hogy
2sp<a+c
25, <b+a

A harom egyenlGtlenséget 6sszeadva kapjuk, hogy

25, + 25y + 25, < 2a+ 2b + 2c

3s
Sqg+sp+s.<a+b+c=2s<—

V2

amivel a bizonyitand6 allitdsnal tobbet is bizonyitottunk.



s<S,+Sp+s;

Az AFC haromszdgbdl a haromszogegyenldtlenségbdl: b — % < 5,4.

Az ABF haromszogbdl a haromszogegyenldtlenségbol: ¢ — % < Sg.

E két egyenldtlenséget 6sszeadva: b + ¢ — a < 2s,.
Hasonlé médon:

c+a—b<2s,.

a+b—c<2s,

Az egyenldtlenségek megfeleld oldalait Osszegezve: a+ b + ¢ = 25 < 2(s, + 5p + S¢),
amibdl a keresett egyenldtlenséget kapjuk.

6. Aladar, Béla és Csaba és feleségeik (nem feltétleniil azonos sorrendben!) Doéra, Enikd és
Fanni. E hat személy életkordnak dsszege 151 év. Mindegyik férj 5 évvel iddsebb a feleségénél.
Béla 1 évvel id6sebb, mint Fanni; Enikd és Béla egyiitt 48 évesek; Csaba és Enikd életkoranak
Osszege 52 év.

Allapitsa meg, hogy ki hany éves, és ki kinek a hazastarsa! (A kérdéses életkorok egész
szamok.)

Megoldas

Béla felesége nem lehet Fanni, mert életkoruk kiilonbsége 1 év. Béla felesége Eniké sem lehet,
mert ha évszamaik 6sszegébdl 5-6t levonunk, akkor nem paros szamot kapunk. Hasonl6 okbol
Csaba felesége sem lehet Enikd. Béla felesége tehat Dora, Csaba felesége Fanni, Aladar
felesége Enikd.

Ha Aladar, Béla, Csaba éveinek szama rendre X, Y, z, akkor Enik6, Doéra, Fanni éveinek szama
rendre x—5,y—-5,z-5.

A feladat feltételeibdl adodik, hogy

l. x+y4+z+x—-5+y—-54+2z—-5=151,vagyisx+y+z =283
2. y—1=z-5vagyisy—z=—4
3. x+y—5=48,vagyisx +y =53
4. z+x—5=52,vagyisz + x =57
A két utolso 6sszegébdl az elsét kivonva kapjuk, hogy x = 27, igy z = 30, y = 26, vagyis

Aladar 27, Eniké 22; Béla 26, Déra 21; Csaba 30 és Fanni 25 éves.



10. évfolyam

1. Ha 10 839-et és 11 863-at elosztjuk ugyanazzal a haromjegyli szammal, mind a kétszer
ugyanazt a maradékot kapjuk. Mennyi ez a maradék?

Megoldas
Jelolje a két szamnak a haromjegyli h szammal vett osztasi maradékat r! Ez azt jelenti, hogy
10839 =a-h+r
11863 =b-h+r
ahol a,b € Z.
Vegylik a két szam kiilonbségét!
1024 =20 = (b — a)h

h tehat 1024-nek egy 3-jegyli osztdja, igy 2-nek egy haromjegyii természetes kitevoji
hatvanya. h tehat az alabbi szamok valamelyike 128, 256, 512.

10839 = 84 - 128 + 87
11863 =92 -128 + 87

10839 = 42256 + 87
11863 = 46 - 256 + 87

10839 = 21-512 + 87
11863 = 23-512 + 87

vagyis a keresett maradék 87.

2. Hany olyan egyméshoz nem hasonlé haromszdg van, amely tompaszogili, nem egyenld szart
¢s mindegyik szogének mértéke fokokban mérve egész szam?

Megoldas

Hasonl6 haromszogek megfeleld szdgei egyenldk, és ha két haromszdg szdgei paronként
megegyeznek, akkor a két haromszdg hasonld. Mivel tudjuk, hogy a haromszdg szogeinek
Osszege 180°, igy a feladat a 180 harom olyan kiilonboz6 pozitiv egész dsszeadandora bontasa,
amelyek egyike 90-nél nagyobb.

Elegendo a két hegyesszog értékét megadni, de ugy, hogy 0sszegiik legfeljebb 89 legyen, ez

mar egyértelmiien meghatarozza a harmadik szoget is. Mivel a két hegyesszég Osszege



legfeljebb 89 lehet. A kisebb szog értéke legfeljebb 44°. Jeldljiik ezt a-val. A nagyobbik szog,
melyet jeloljiink S-val, értéke a + 1°-t6] 89° - a-ig valtozhat, tehat (89 — a) — a = 89 — 2a
értéket vehet fel. fgy, ha a = 1°,2°3°,...,43° 44°, akkor B rendre 87, 85, 83, ..., 3, 1

kiilonboz6 érték valamelyike lehet. Igy az osszes szoba joheté haromszogek szama:

(1+87)-44

1+3+5+--+83+85+87 = = 44 - 44 = 1936.

3. Egy r sugart félkoriv felezOpontja C, a félkoriv egy tetszdleges D pontjanak a merdleges
vetiilete az 4tmérére P. Bizonyitsuk be, hogy CP? + DP? = 2r2.

Megoldas

=] 0]
Legyen a félkor atméréje AB, kozéppontja O, ekkor r = OC L AB, igy COP és DOP
derékszogli haromszogekbdl mivel OD korsugar, Pitagorasz tétele alapjan
r? + OP? = CP?
r? = OP? + PD?

A két egyenléséget dsszeadva 2r2 = CP? + PD? amit bizonyitani kellett.

4. Oldja meg az alabbi egyenletet a pozitiv valds szamok halmazan!

1
43% + 43x = 8
Megoldas

1
Mivel x > 0, ezért 43%; 43x > 0. A szamtani és mértani kdzepek kozti egyenlStlenség,
valamint amiatt, mert egy pozitiv szam ¢€s reciprokanak dsszege legaldbb 2, az egyenlet jobb
oldala az alabbi mddon becstilhetd alulrol:

1 1 1
43x+4§22-\/43"-4@:2\/43“@22 4> =8



Az els6 egyenldtlenségnél az egyenldség pontosan akkor all fenn, ha 3x = % Ennek az

egyenletnek a pozitiv megoldasa az x = 7> ami valdéban megoldésa az eredeti egyenletnek.

5. Tekintsiik az x? — 2(p + 1)x + 2p% + p — 1 = 0 egyenletet, ahol p valds paramétert jeldl.
Legyen x;; x, az egyenlet két (nem feltétleniil kiilonbdz6) valos megoldasa. Allapitsuk meg az
y = 2x,x, — (x1 + x,) kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét!

Megoldas
Az egyenlet megoldasai pontosan akkor valdsak, ha diszkriminansa nem negativ, azaz
D=(-2p—-2)?—-4-1-2p*+p—-1)=—4p*+4p+8=0
ami akkor teljesiil, ha —1 < p < 2.
y=2x1%— (1 +x) =2-2p*+p-1)—-Q2p+2)=4p” -4
E kifejezés, akkor lesz minimalis, ha p = 0. Ekkor y értéke: -4.

Mivel —1 < p < 2, ezért y akkor maximalis, ha p = 2. Ekkor y értéke 12.

6. Egy egész egyiitthatds p(x) polinom helyettesitési értéke 6t kiilonbdzo egész helyen 2023.
Bizonyitsuk be, hogy p(x) semmilyen egész x esetén sem veheti f6l a 2025 értéket.

Megoldas

Legyenek x;-k olyan kiil6nb6z6 egész szamok, amelyekre p(x;) = 2023 (aholi = 1, 2, 3,4, 5).
Tételezziik fol, hogy létezik x, egész szam ugy, hogy p(x,) = 2025. Ekkor minden x;-re
fonnall, hogy x, — x;|p(xo) — p(x1). Mivel i 6t kiillonboz6 értéket vehet fol és p(xg) —
p(xq) = 2, ezért a 2-nek 6t kiillonboz6 osztdja kellene, hogy legyen, ami ellentmondas.

11. évfolyam

1. Az ABC derékszdgli haromszog befogdinak hossza: BC = 6 cm, AC = 8 cm. Jeldlje a C
csticsbol induld magassag talppontjat T, a haromszog koré irt kdrének kozéppontjat O, és a
beirt kor kozéppontjat O.. Legyen P a C csticsbdl induld szogfelezd metszéspontja az AB
atfogoval. Szamitsuk ki az AO1, O1P, TP, TB, O2C, és a d(O2; AC) tavolsagokat.

Megoldas



©

o] r 8 A

A derékszogli haromszog atfogoja 10 cm. Mivel Os az atfogd felezOpontjaval egyezik meg,
ezért AO1=5. A szbgfelezotétel miatt PA=="cm és PB="cm, igy O1P=PA — AO;=Zcm. A
haromszog teriiletét kétféleképpen felirva adodik, hogy me=4,8 cm. igy a TBC derékszogii
haromszogbdl Pitagorasz tétele alapjan adodik, hogy TB=3,6 cm. Ezért TP = PB-TB:% cm. Az
ABC haromszog beirt korének sugara a T=rs képlet alapjan 2 cm, ami megegyezik a d(O2; AC)
tavolsaggal. Az O,C atfogdju egyenldszara derékszogii haromszogbél 02C=v/8 cm.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha az abc haromjegyti szam oszthaté 37-tel, akkor a bca haromjegyii
szam is oszthatd 37-tel. (A két szamban az azonos betiik, azonos szamjegyet jelolnek.)

Megoldas

A feladat feltétele szerint van olyan k egész szam, amelyre

abc = k- 37, tehat bc = 37k — 100a, igy

bca =10-bc +a = 10(37k — 100a) + a = 370k — 999a = 37(10k — 27q)

3. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valoés szamok halmazan.
2
(4% 4+ 25%)(25% + 49%)(49* + 4*) = ——- 4900~ *!
1225
Megoldas

Az egyenlet jobboldalat atalakitva kapjuk, hogy 122? -4900**! = 8- 4900*.

Az egyenlet baloldalan 1évé mindharom tényez6t a szamtani és mértani kozepek kozti
egyenldtlenséggel becsiilve kapjuk, hogy

(4% 4 25%)(25% + 49%)(49% + 4%) > 2 -4% - 25% - 2 -\/25% - 49% - 2 - \/49% - 4%
=8-10%-35% - 14* = 8-4900*



ahol az egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha 4% = 25% = 49%, [gy az eredeti egyenlet
egyetlen megoldasa x = 0.

4. Szamitsuk ki az aldbbi 44 tényez0s szorzat szamértékét.
(1+tgl1°)-(1+tg2°)-(1+tg3°)-..- (1+tgss°)
Megoldas
(1+tg1°)-(1+tg2°)-(1+tg3°) ... (1+tgss°) =

_ cos1® 4+ sinl1® cos2° + sin2° cos3° + sin3° c0s44° + sin44° B
- cos1® c0s2° cos3° cos44° B

_ V2 - sin(45° + 1°) /2 sin(45° + 2°) V2 sin(45° + 44°) 3

cos1° cos2° cos44°
B 2%25in46° - sin47° - ... sin89° 0o
sin89° - sin88° - ...- sin46°

5. Mi a sziikséges ¢€s elegendd feltétele annak, hogy egy pozitiv egész szam paratlan osztdinak

Osszege nagyobb legyen a paros osztoi 0sszegénél? (A valaszt indokolni kell.)
Megoldas

Péaratlan szdmoknak csak paratlan osztoi vannak, igy a paratlan osztok 6sszege mindig nagyobb

a (nem létezd) paros osztok 0sszegénél.

Paros szamok esetén barmelyik paratlan osztd kétszerese is osztoja az eredeti szamnak, igy

ebben az esetben paros osztok dsszege a nagyobb.

Vagyis egy pozitiv egész szdm partatlan osztdinak dsszege pontosan akkor nagyobb a paros

osztok Osszegénél, ha a szam paratlan.

6. Egy 100 oldalu konvex sokszog belsejében nincs olyan pont, amelyen a sokszog ketténél

tobb atloja haladna at. Hany metszéspontja van a sokszog atloinak a sokszog belsejében?
Megoldas

A sokszog csucsai koziil barmelyik négyet is valasztjuk ki, a hozzajuk tartozé atlok szdma
legfeljebb 6, am ezek koziil a konvexitas miatt csupan kettd atlé metszi egymast a sokszog

belsejében. Ugyanis a kivalasztott négy pont egy konvex négyszoget hataroz meg, amelynél a



szemkozti oldalparokra illeszkedd egyenesek metszéspontjai a sokszogon kiviil vannak, tehat

kizarolag e négyszog két atloja metszi egymast a sokszog belsejében.

Tehat barmelyik négy csucshoz tartozo atlok pontosan egy, a feladatnak megfeleld
metszéspontot hoznak létre, amik mind kiilonbozdéek. Igy annyi a feladatnak megfeleld
metszéspont keletkezik, ahdnyféleképpen 100 cstcsbdl 4 csucsot ki tudunk vélasztani a

100) = 3921225,

sorrendre valo tekintet nélkiil, azaz ( 4

12. évfolyam

1. Legyenek a, b, c valdos paraméterek, és tegyiik fel, hogy C pozitiv. Hatarozzuk meg az
f:RoR, f(x)=(c-2) X +(a- X)2 +(b— X)2 fliggvény szélséértékét.

Megoldas
Elvégezve a kijelolt miiveleteket f rendezett alakja:

f (x)=cx? —2(a+b)x+a?+b?.
Teljes négyzetté alakitas utan

2 2
f(x)zc(x—aTerj +a2+b2—ﬂ.

c

: o . - a+b . . -
Mivel ¢ pozitiv, ezért f-nek minimuma van az X, = —— pontban, és a minimum értéke
c

2 (c-1)(a%+b?)-2ab
f(XO)=a2+b2—(a—;b) =( )( - ) .

2. Mely szamjegyekre nem végzddhet a tizes szamrendszerben az elsé n darab pozitiv egész
szam Osszege egyetlen pozitiv egész n esetén sem? (A valaszt indokolni kell.)

Megoldas

A jol ismert 1+2+..+n=

Osszefliggeést felhasznalva, és n lehetséges végzddései

n(n+1)
2

fiiggvényében az Osszeg végzOddéseit meghatarozva kapjuk, hogy az elsé n darab pozitiv egész
szam Osszegének végzodése 0, 1, 3, 5, 6, 8 lehet. Ezt figyelembe véve az 6sszeg nem végzddhet
a2,4,7,9 szamjegyekre.

3. A derékszogli koordinata-rendszerben egy haromszdg egyik cstcsa A(—4; 1) , sulypontja
S (0; 3) , koré irhato korének kdzéppontja O(—l; 5). Szamitsuk ki a haromszdg masik két

csticsanak koordinatait, és irjuk fel oldalegyeneseinek egyenletét.

Megoldas



A haromszog koré irt kor sugara r =0A =5, igy egyenlete (X +1)2 +(y —5)2 =25. ABC oldal

F ( fi f2) felezOpontjara teljesiil, hogy g—li =2 (S az F-hez kozelebbi harmadolo6 pontja az AF

2f, -4 2f,+1

=0 és

sulyvonalnak), ezért =3. Innen F koordinatai: F (2; 4) :

Az OF egyenes merdleges a BC oldalra, ezért OF (3; —1) a BC egyenes egy normalvektora.

Az egyenes egyenletének normalvektoros alakjat alkalmazva a BC egyenes egyenlete
3X—Yy =2 vagy mds alakban y=3x-2.

A B ¢és C cstcsok koordinatait megkapjuk, ha megoldjuk a koré irt kor egyenletébdl és a BC
egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszert:

(1) (x+1)*+(y-5)*=25

(2) y=3x-2

Megoldva: B 2—\/5; 4—3\/§ , C 2+\/§; 4+3\/§ .
2 2 2 2

A B ¢és C csucsok ismeretében felirhaté az AB és AC oldalegyenesek egyenlete példaul az
egyenes egyenletének iranyvektoros alakjat alkalmazva.

/3 ,3 /3
AB egyenlete: | 3—-3,|= |x—|6—,|= |y=13,/]— 18,
AC egyenlete: (3+3,/g]x—[6+,Ejyz—w,/g -18.

4. Az ABCD tetraéder D csucsba futé élei paronként merélegesek egymasra. Egy P pontnak a
tetraéder ABD, BCD, ACD lapjaitol vett tavolsdga megegyezik a kérdéses laphoz tartozo
testmagassag harmadaval. Mekkora a P pont és az ABC lap tavolsaga?

Megoldas

Jelolje DA, DB, DC élek hosszat rendre a, b, ¢. Mivel ezek az élek paronként merdlegesek
: , e abc

egymasra, ezért a tetraéder térfogata V = 3k

A feladat feltételei alapjan a térfogatot masképpen is felirhatjuk. Kossiik 6ssze a P pontot a

tetraéder csucsaival. Mivel a tetraéder derékszogii, ezért P-nek az ABD, BCD, ACD lapoktol

10



a b
3'3
tavolsaga X, amely pozitiv, ha P bels6é pont, negativ, ha P kiils6 pont, és 0, ha P illeszkedik az
ABC sikra. A PA, PB, PC, PD szakaszok, pontosabban az altaluk meghatarozott sikok a
tetraédert kisebb tetraéderekre bontjak, igy a térfogat felirhatdo ezek Osszegeként is, azaz

vett tdvolsaga a feltétel szerint rendre %, . Legyen P-nek az ABC laptdl vett eldjeles

233 233 233 3
A térfogat kétféle felirdsanak egyenldségébdl adodik, hogy x=0, azaz a P pont a tetraéder
ABC lapjara illeszkedik.
Megjegyzés: Belathatd, hogy P az ABC haromszog stlypontja.

5. Legyen p 3-nal nagyobb prim. Igaz-e, hogy p darab egymast kovetd egész szam négyzetének
Osszege oszthatd p-vel? (A valaszt indokolni kell.)

Megoldas
A valasz: igaz. Ezt fogjuk a tovabbiakban bebizonyitani.
Legyen a p darab egymast kdveto egész szam a, a+1, a+2, ..., a+ p—1. A négyzetdsszeg:

S :a2+(a+1)2+(a+2)2+...+(a+ p—l)2 =
:a2p+2a(1+2+...+ p—1)+12+22+...+(p—1)2 =
)+ p(p—lzs(Zp—l)

=a’p+ap(p-1

A négyzetdsszeg zart alakra hozasanal felhasznaltuk az elsé6 p —1 darab pozitiv egész és az elsé
p—1 darab négyzetszam Osszegére vonatkozo Osszefliggéseket.
Az Gsszeg els6 két tagja oszthato p-vel. Vizsgaljuk a harmadik tagot.
p(P-1)(2p-1)
6
(p-1)(2p-1) .
6

IS egész szam. Ezzel belattuk az allitast.

Mivel egész szam, és p sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthatd, ezért

6. Hany olyan paronként nem egybevag6 téglatest 1étezik, amelyre igaz, hogy éleinek hossza
adott egységben mérve pozitiv egész szam, valamint felszine és térfogata azonos szameértekii?

Megoldas
Jel6lje a téglatest egy csucsba futd éleinek hosszat a, b, ¢. A feltétel alapjan a
2(ab+bc+ca)=abc

egyenlet pozitiv egész megoldasainak szamat keressiik. Nem jelent sziikitést, ha feltessziik,
hogy 1<a<b<c.
o . 1 111 .
Az egyenlet mindkét oldalat 2abc -vel osztva az _+B+_ =3 egyenletet kapjuk. Az
a C
¢lhosszakra vonatkozo rendezési feltétel alapjan konnyen lathato, hogy 3<a<6.

11



1.Ha a=3, akkor ¢ =

b6b6 =6+ b366 . Mivel ¢ pozitiv egész, ezért b—6 osztdja 36-nak, €s a

rendezési feltétel alapjan 6<b<12. Ez az eset 5 megfelel6 megoldast (paronként nem

egybevago téglatestet) ad: (3; 7; 42), (3; 8; 24), (3; 9; 18), (3; 10; 15), (3; 12; 12).

2. Ha a=4, akkor c:4—b:4+ 16
b—-4 b—4

osztdja 16-nak, és 4 <b <8. Ebben az esetben 3 megfelelé6 megoldast kapunk: (4; 5; 20),

(4; 6; 12), (4; 8; 8).

3. Ha a=5, akkor a feltételek alapjan b csak 5 vagy 6 lehet, és ezek koziil csak b=5 esetén

lesz ¢ pozitiv egész. Itt tehat 1 megoldast kapunk: (5; 5; 10).

4. Ha a=6, akkor sziikségképpen b =c =6, azaz ekkor 1 4j megoldast (kocka) kapunk:

(6; 6; 6).

Osszesen 10 megfeleld téglatest van.

, ahol az el6z6 esethez hasonldan vizsgalodva b—4
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